Théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.

— 203 : Utilisation de la notion de compacité.

— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions régulieres. Exemples et applications.
— 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables

Posons pour h € RN 2z € RN, 7, f(z) = f(z — h).

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit Q un ouvert de RY, une partie bornée de A de LP(Q,K),1 < p < +o0
vérifiant :

1. Ve > 0,36 > 0/Vf € AV|A|| =6, |Imf — fll, < ¢

2. Pour tout € > 0, il existe B C ) un borélien borné tel que

Vf e A, </Q\B|f(x)|pdm>p <e

avec f : RY — K le prolongement par 0 de f : Q — K en dehors de 2, alors A est une partie
relativement compacte de LP(£2,K).

Preuve : Soit K = B, K une partie compacte de R", nous allons régulariser par convolution
puis appliquer le théoreme d’Ascoli.
Soit € > 0,6 = 6(¢) tel 1).
Soit (p,) une approximation de I'unité de RY. Posons fo = f % pn.

Etape 1 : Montrons que Vf € A, n > %,||fn—f||p <e

Soit x € Q,n € N*,

Comme p, € C®(RN) et f € LP(RN),|f(z — ) — f(z)|pi| € LP(RY) et p, € LURYN). D’aprés
I'inégalité de Holder :

)= F) < ([ 1Fe =) = F@Pnuwan)” ([, ol D)’



avec ¢ = == le conjugué de p donc ¢(1 — 5) = 1 et (p,) est une identité approchée.

o) = F@) < ([ 1f@ =) = F@)Poul)dy)

En intégrant sur €2, par théoreme de Fubini

| 1Fu(a) = f@lrde < | / 7@ =y) = F(@) P puly)dy da

= Lo, / Fal@) = F@)]? dady

= Jo, WlImd = Flly

Donc pour n > %, ona ||f, — f|p < € pour tout f € A par hypothese.

Etape 2 : Montrons que C, := {.}En|K7 f € A} vérifie les hypothéses du théoréme d’Ascoli
Ona C, C C(K,K) et Vo € K, |fu(z)| < ||f|lp||on]lq donc C,, est une partie bornée de C(K, K).
De plus, pour z,y € K,
Fulw) = Rl < ([, 1F@ = 2) = Fw = 2)Pdy) " lgall,
< loallal|7e-y.f = Fllp

Donc pour ||z —y|| <3, on a |f,(z) — fu(¥)| < €l|pn]l, donc C,, est une partie équicontinue.
D’apres le théoreme d’Ascoli, C,, est précompact donc il existe un ensemble fini I et une famille de
fonctions (f;)ier de A telle que

Ve A dielsup|fula)— finlz)] <eu(K) >
rzeK

Etape 3 : On se raméne a L?(Q,K)

1
Pour f e A, n> 3

7= il < ([ 1@ - 1@p)’
< </Q\K|f(x)|p>p+ (/Q\Klfi(x)‘p>”+ (/mK’f(x) —fi(x)|p>;

<e <e

Or, |f = fillonx < (If = fil + i = finl + |fa = fin|)laonk. Dot

([ 17 - fi(g;)|p>i <= Fully + 11 = Fuallo ([ 1l - ﬁm(x”pdw)é
et

(e~ o) ([t <

d’ou ||f — fill, < 5e donc les B(f;, be) recouvrent A donc A est précompact. Comme LP est complet,
A est relativement compact. O
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